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Ž .Si k est un corps fertile « large field » chez F. Pop , G un k-schema en groupes´
1 Žfini etale et X un G-torseur, on construit un G-revetement ramifie C ou C´ ˆ ´ `k
. 1Ž .est lisse et geometriquement connexe sur k induisant en 0 k le torseur X.´ ´
Lorsque k est de caracteristique nulle, c’est un resultat recent de Colliot-Thelene.´ ´ ´ ´ `
On termine l’article par des commentaires sur l’utilisation du langage des champs
algebriques dans ce type de probleme.  2001 Academic Press´ `
If k is a ‘‘large field,’’ in the sense of F. Pop, G a finite etale k-group scheme,´
1 Žand X a G-torsor, we construct a ramified G-covering C where C isk
. 1Ž .smooth and geometrically connected over k inducing at 0 k the given X.
When k has characteristic zero, this was proved recently by Colliot-Thelene. We´ `
end with some comments on how the language of algebraic stacks can be used for
such problems.  2001 Academic Press
1. INTRODUCTION
ŽOn etablit dans cet article le theoreme suivant pour des enonces plus´ ´ ` ´ ´
.precis, voir plus bas, 2.5 a 2.9 :´ `
Ž  .1.1. THEOREME. Soient k un corps fertile « large field» dans P2 , ´ `
Ž .une courbe projectie, lisse et connexe sur k,   k un point rationnel, G
un k-schema en groupes fini etale, X un G-torseur sur k.´ ´
Alors il existe :
Ž .i une k-courbe projectie, lisse et geometriquement connexe C, et un´ ´
k-morphisme  : C  ;
Ž .ii une action fidele de G sur C, faisant de  un G-torseur au-dessus`
d’un ouert de  contenant  ;
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1Ž . Ž .iii un isomorphisme    X de G-torseurs.
1.2. Remarques.
Ž . 11.2.1. Il est facile cf. 2.2.1 de se ramener au cas ou  ; dans` k
 ce cas, Colliot-Thelene CT demontre ce theoreme dans le cas particulier´ ` ´ ´ `
Ž  .ou G est constant hypothese d’ailleurs non essentielle dans CT , et ou k` ` `
est de caracteristique nulle ; cette derniere restriction est due essentielle-´ `
ment a l’utilisation de la resolution des singularites et de resultats fins de` ´ ´ ´
 Kollar Ko sur la connexite rationnelle, dont nous faisons ici l’economie.´ ´ ´
1.2.2. Il serait tentant d’essayer d’imposer la structure d’un G-
revetement en plus d’un point de 1: si l’on essaie de le faire par lesˆ k
methodes de cet article, on aboutit a un revetement d’une courbe qui n’est´ ` ˆ
 pas de genre 0. De fait, Colliot-Thelene montre dans l’appendice de CT´ `
Ž .qu’il existe pour k et G 8 par exemple deux G-torseurs X2
Ž .et Y sur k tels qu’aucun G-revetement geometriquement irreductible deˆ ´ ´ ´
1 n’admette X et Y comme fibres en deux points rationnels.k
Ž1.2.3. Lorsque l’on oublie le G-torseur X, on obtient notamment en
.prenant G constant le fait que, pour k fertile, tout groupe fini est groupe
Ž .de Galois d’une extension reguliere de k t . C’est la, d’une part, un cas´ ` `
Ž particulier d’un theoreme de Pop P2 , Main Theorem A, qui traite plus´ `
.generalement les «problemes de plongement» , et d’autre part, comme´ ´ `
 explique dans Hb4, 4.5 un corollaire du cas particulier, du a Harbater´ ˆ `
 Hb2 , ou k est un corps de series formelles. Par ailleurs, des cas parti-` ´
culiers etaient connus auparavant, notamment celui ou k est separable-´ ` ´
Ž ment clos Hb1 , bien que le resultat n’y soit enonce que pour k´ ´ ´
.algebriquement clos .´
Enfin la version « sans X» de 1.1 peut sans doute aussi se deduire des´
 resultats de Hb-S .´
 1.2.4. Haran et Jarden donnent dans Ha-J une autre demonstration´
Ž .du theoreme 1.1 au moins lorsque le groupe G est constant .´ `
Ž1.2.5. Pour G constant, k quelconque, et X connexe i.e. spectre
.d’une extension de k, galoisienne de groupe G le probleme de l’existence`
d’un revetement comme en 1.1 avec 1 est connu des experts sous leˆ k
nom de «probleme de Beckmann et Black ».`
1.3. Principe de la demonstration et plan de l’article. Au §2 on donne les´
definitions de base et les enonces des theoremes.´ ´ ´ ´ `
Au §3, on presente succinctement, faute de reference satisfaisante, la´ ´ ´
Žtechnique bien connue, au moins sous forme de dessins, lorsque la base
.est un corps d’attachement de schemas le long de sous-schemas fermes,´ ´ ´
qui est a la base des constructions qui suivent.`
CONSTRUCTION DE REVETEMENTSˆ 507
Les demonstrations proprement dites occupent les §§4 et 5. Elles sont´
 pour l’essentiel classiques et proches notamment de Hb-S dont on utilise
d’ailleurs un resultat de fac¸on essentielle.´
On commence par prouver, au §4, l’existence d’un revetement conve-ˆ
Ž .nable d’une courbe de genre 0 a singularites ordinaires theoreme 2.5 :` ´ ´ `
par «assemblage » de revetements cycliques de 1 on obtient un telˆ
revetement sur une extension separable k de k ; la «descente » a kˆ ´ `
Žterme impropre : on construit un revetement defini sur k qui ne redonneˆ ´
. Ž .pas le revetement d’origine sur k est ensuite effectuee 4.6 par assem-ˆ ´
blage avec un G-torseur constant, en adaptant un argument de Kollar´
  Ž Ž ..trouve dans CT le «peigne» de loc. cit., §1, 6 .´
Il est a noter que les constructions du §4 sont effectuees sur un schema` ´ ´
de base aussi general que possible ; ce souci, dont l’auteur espere qu’il sera´ ´ `
utile, est ici, malheureusement, contrarie in extremis par l’apparition d’une´
Ž Ž . .hypothese condition  du theoreme 4.7 dont la verification, en dehors` ´ ` ´
du cas d’un corps, semble difficile.
Au §5, le revetement «degenere » obtenu precedemment est deforme,ˆ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´
 grace a un argument de « formal patching » a la Harbater Hb-S , en unˆ ` `
  ŽŽ ..revetement au-dessus de Spec k t induisant sur k t un revetement duˆ ˆ
Ž .type voulu theoreme 2.6 . On applique alors le theoreme d’approximation´ ` ´ ´
 d’Artin pour en deduire un revetement analogue sur l’henselise de Spec k t´ ˆ ´ ´
Ža l’origine, puis sur une k-courbe lisse ayant un point rationnel corollaire`
.2.7 ; il suffit ensuite de remarquer que, si k est fertile, cette courbe a une
infinite de points rationnels.´
Au §6, on donne divers complements et remarques : variantes des´
demonstrations, informations sur la ramification, cas moderement ramifie,´ ´ ´ ´
traductions dans le langage des champs algebriques. Dans le cas modere-´ ´ ´
ment ramifie, on obtient ainsi une demonstration du theoreme principal´ ´ ´ `
Ž  .qui n’utilise pas le §5 ni, par consequent, les resultats de Hb-S .´ ´
L’utilisation, au §6, du langage des champs algebriques necessite des´ ´
Ž .resultats connus mais non explicites a la connaissance de l’auteur dans la´ ´ `
litterature ; pour le confort du lecteur, ils sont etablis au §7.´ ´
´ ´ ´2. DEFINITIONS ET ENONCES
2.1. Courbes nodales, courbes nodales pointees. Soit S un schema. Nous´ ´
appellerons S-courbe nodale un S-schema plat et de presentation finie sur´ ´
S, dont les fibres geometriques sont des courbes reduites dont tous les´ ´ ´
points singuliers sont des points doubles ordinaires.
f
Si  S est une S-courbe nodale, l’ouvert de lissite de f sera note´ ´
Ž .Reg S ; son complementaire admet une structure naturelle de sous-´
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schema ferme de , non ramifie sur S, commutant a tout changement de´ ´ ´ `
Ž .base et qui sera note Sing S .´
Une courbe nodale sera dite connexe si ses fibres geometriques sont´ ´
connexes et non vides. Le genre d’une courbe nodale propre et connexe
f
1Ž . S est par definition le rang localement constant sur S de R fO .´ 
ŽLorsque nous parlerons du genre d’une S-courbe nodale, il sera implicite-
.ment suppose que celle-ci est propre et connexe .´
f f
Ž .Une S-courbe nodale pointee est un couple  S,  ou  S est´ `
une S-courbe nodale propre et connexe et  : S  une section a valeurs`
Ž .dans Reg S . On parlera de S-courbe lisse pointee si de plus  est lisse´
sur S.
Ž2.1.1. Remarque. Si S est local henselien par exemple le spectre d’un´
f
.corps , toute S-courbe nodale propre  S est automatiquement un
S-schema projectif. Pour le voir, on remarque qu’il existe un diviseur´
Ž .effectif DReg S qui est fini etale sur S et rencontre toutes les´
composantes des fibres de f ; un tel diviseur est automatiquement ample
pour f.
En consequence, pour S quelconque, toute S-courbe nodale propre est´
projective localement pour la topologie etale sur S. Pour les besoins du´
Ž .present article au moins jusqu’au §5 inclus , il n’y aurait d’ailleurs pas´
d’inconvenient a restreindre la notion de courbe nodale aux S-schemas´ ` ´
localement quasi-projectifs sur S pour la topologie de Zariski. Toutefois la
«bonne » notion est certainement celle, plus generale, de S-espace´ ´
 algebrique Kn, L-MB , pour laquelle on se heurte malheureusement a´ `
l’insuffisance des references. D’ailleurs, l’utilisation du langage des champs´ ´
algebriques a la fin de l’article a force l’auteur a elargir la definition des´ ` ´ ` ´ ´
Ž .courbes nodales propres a partir de 6.3 ; ceci ne conduit a aucun conflit` `
serieux, les principaux resultats etant deja demontres a ce stade et les deux´ ´ ´ ´ ` ´ ´ `
definitions concurrentes etant en fait equivalentes lorsque la base est le´ ´ ´
spectre d’un corps, ou meme d’un anneau local henselien.ˆ ´
2.1.2. Courbes de genre 0. On rappelle qu’une courbe nodale propre et
connexe , sur un corps k separablement clos, est de genre 0 si et´
seulement si :
Ž . 1i chacune de ses composantes irreductibles est isomorphe a  ;´ ` k
Ž .ii  est « sans circuit ».
 L’assertion resulte par exemple de B-L-R, 9, Example 8 et du fait que le´
genre est la dimension du schema de Picard.´
La seconde condition signifie que le graphe des composantes de  est
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un arbre ; ou, de fac¸on equivalente, que pour tout point singulier x de ,´
 4 	 x n’est pas connexe.
f
Ž .Si  S,  est une S-courbe lisse pointee de genre 0, alors  est´
Ž .isomorphe a  E pour un O -Module E localement libre de rang 2, a` `S
Ž . Žsavoir E fO  . En particulier, si S est semi-local par exemple
f
1. Ž . Ž .spectre d’un corps ,  S,  est isomorphe a  ,  , ou  designe` ` ´S
n’importe quelle section de 1, par exemple la section nulle.S
2.2. Reetements. Soient S un schema et G un S-schema en groupesˆ ´ ´
f
fini etale. Si  S est une S-courbe nodale propre et connexe, un´
Ž .G-reetement de  est un couple C ,  ou  est un S-morphismeˆ `
fini localement libre de courbes nodales et  : C G C une action a`S
droite de G sur C, telle qu’il existe un ouvert U de  verifiant les´
conditions suivantes :
Ž . 1Ž .i U est dense dans chaque fibre de  S, et  U contient
Ž .Sing CS ;
Ž . 1Ž . 1Ž .ii  : U U fait de  U un G U-torseur.U S
Un tel G-revetement sera dit connexe si C est une courbe nodale connexe.ˆ
Ž . Ž .Noter que les conditions i et ii entraınent que  est etale en toutˆ ´
Ž .point de Sing CS . En particulier, C est lisse sur S si et seulement si 
est lisse sur S ; nous parlerons dans ces conditions de G-reetement lisse.ˆ
f
Ž .Si X est un G-torseur sur S et  S,  une S-courbe nodale
Ž . Ž .pointee, un G, X -reetement de ,  est un G-revetement  comme´ ˆ ˆ
ci-dessus, muni d’un isomorphisme  : X C S respectant les , , 
actions de G. Un tel revetement sera parfois designe par C ou par  , pourˆ ´ ´
abreger.´
Dans la suite, nous ne considererons que le cas ou  est de genre 0, en´ `
raison du fait elementaire suivant :´ ´
2.2.1. PROPOSITION. Soient k un corps infini, C et Y deux k-courbes
projecties, lisses et geometriquement irreductibles, y un point rationnel de Y,´ ´ ´
 : C 1 un morphisme etale au-dessus de 0. Alors il existe un´k
k-morphisme f : Y  enoyant y sur 0, tel que le produit fibre C Y´  , , f
soit geometriquement irreductible sur k.´ ´ ´
1Ž .Demonstration details laisses au lecteur . Utilisant le fait que  est´ ´ ´ k
simplement connexe, on voit qu’il suffit de choisir f de telle sorte que son
lieu de ramification dans  soit disjoint de celui de  . On peut pour cela
partir d’un f quelconque envoyant y sur 0, et le composer avec un0
Žautomorphisme convenable de  en utilisant le fait que k est infini mais
.l’enonce est tres probablement vrai sans cette hypothese .´ ´ ` `
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2.3. DEFINITION. Soient S un schema, U un ouvert de S, G un S-´ ´
schema en groupes fini etale, X un G-torseur sur S. Nous dirons alors´ ´
que :
Ž . Ž .i X est realisable sur S, U s’il existe une S-courbe nodale´
Ž . Ž .pointee ,  de genre 0, et lisse au-dessus de U, et un G, X -revetement´ ˆ
Ž .connexe  : C  de ,  .
Ž . Ž . Ž .ii X est realisable sur S s’il est realisable sur S, ;´ ´
Ž . Ž . Ž .iii X est fortement realisable sur S s’il est realisable sur S, S .´ ´
2.3.1. Remarque. Si T est un S-schema, muni d’un ouvert V, on dira´
Ž .plus generalement que X est realisable sur T , V si X  X T est´ ´ ´ T S
Ž .realisable sur T , V .´
Ž .L’expression «G est realisable sur S, U » signifie simplement que le´
Ž .G-torseur trivial est realisable sur S, U .´
Memes remarques pour les deux autres notions.ˆ
2.3.2. Remarque. D’apres 2.1.2, il revient au meme de dire que X est` ˆ
Ž .fortement realisable, ou qu’il existe un G, X -revetement connexe de´ ˆ
Ž 1 . , 0 .S
Ž .2.3.3. Remarque. Si G est commutatif et si X est realisable sur S, U ,´
il en est de meme de tout G-torseur X  : en effet, si C  est unˆ
Ž . G 1 G Ž .G, X -revetement connexe, alors C X  X   est un G, X  -ˆ
revetement connexe, ou G designe le produit contracte et X1 leˆ ` ´ ´
torseur oppose a X.´ `
2.4. DEFINITION. Un corps k est dit fertile s’il verifie les conditions´ ´
Ž ŽŽ ..equivalentes suivantes ou k t designe le corps des series de Laurent a´ ` ´ ´ `
.une indeterminee t, a coefficients dans k :´ ´ `
Ž . Ž . Ž .i pour tout k-schema lisse connexe V, si V k  alors V k est´
dense dans V ;
Ž . ŽŽ ..ii k est existentiellement clos dans k t , c’est-a-dire : pour tout`
Ž ŽŽ ... Ž .k-schema de type fini V, si V k t  alors V k .´
 2.4.1. Remarque. Pour l’equivalence des deux proprietes, voir P2 . Il´ ´ ´
Ž .suffit de verifier i lorsque dim V 1, auquel cas la densite signifie´ ´
Ž .simplement que V k est infini.
 2.4.2. Remarque. La notion de corps fertile est due a Pop P2 . Les`
corps fertiles sont appeles « large fields » par Pop et Harbater, «ample´
fields » par Haran et Jarden, « corps amples» par Debes et Deschamps`
 De-Des .`
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2.4.3. Remarque. Voici quelques exemples de corps fertiles :
Ž .i les corps separablement clos ;´
Ž . Žii les corps k pseudo-algebriquement clos i.e. tels que tout´
.k-schema de type fini geometriquement irreductible ait un point rationnel ;´ ´ ´ ´
Ž . Ž .iii les corps complets ou plus generalement henseliens pour une´ ´ ´
valeur absolue ;
Ž .iv les corps «pseudo-reels clos », ou «pseudo-p-adiquement clos » ;´
Ž .v toute extension algebrique d’un corps fertile ;´
Ž .vi pour p premier, tout corps k dont le groupe de Galois absolu
est un pro-p-groupe ;
Ž .vii pour un ensemble fini 	 de places d’un corps global K , l’exten-
sion maximale K 	 de K qui est totalement decomposee en chaque place´ ´
Žde 	 par exemple, le corps des nombres algebriques totalement reels est´ ´
.fertile .
Ž . Ž . Ž .La verification est facile pour les exemples i a iv . Pour v , on se´ `
ramene au cas d’une extension finie, et l’on utilise la restriction de Weil.`
Ž .  Pour vi , du a Colliot-Thelene, voir l’introduction de CT .ˆ ` ´ `
Ž .Quant a vii , c’est une consequence immediate, deja remarquee par Pop` ´ ´ ´ ` ´
 P2 , du «principe local-global » suivant : si V est un schema lisse de type´
	 Ž 	. ŽŽ 	. .fini sur K , alors V K  si et seulement si V K  pour toute
place  de K 	 au-dessus d’une place de 	. Ce fait est un cas particulier de
 MB, 1.3 , obtenu en prenant R K avec les notations de loc. cit. ; on en
 trouve une demonstration simplifiee dans P2 .´ ´
Nous pouvons maintenant enoncer nos principaux resultats, dont les´ ´
deux premiers seront demontres plus loin :´ ´
2.5. THEOREME. Soient k un corps, G un k-schema en groupes fini etale,´ ` ´ ´
et X un G-torseur. Alors X est realisable sur k.´
Demonstration. Voir 4.8.´
2.6. THEOREME. Sous les hypotheses du theoreme 2.5, soient S´ ` ` ´ `
  Ž .Spec k t et U le point generique de S ou t est une indeterminee .´ ´ ` ´ ´
Ž . Ž .Alors, pour tout G, X -reetement  : C   sur Spec k , aec ˆ 0 0 0 0
Ž . Ž .nodale pointee de genre 0, il existe un G , X -reetement  qui induit ´ ˆS S 0
modulo t et qui est lisse au-dessus de U.
Ž . Ž .En particulier d’apres 2.5 X est realisable sur S, U .` ´
Demonstration. Voir le §5 ; pour la derniere assertion, on observera´ `
que si  est connexe il en est de meme de  .ˆ0
 2.7. THEOREME. L’enonce de 2.6 reste alable si l’on remplace k t par´ ` ´ ´
  Ž .l’henselise de k t en l’ideal maximal t .´ ´ ´
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Ž . Ž .De fac¸on equialente, soit  : C   un G, X -reetement sur Spec k ,´ ˆ0 0 0
Ž .aec  nodale pointee de genre 0 ; alors il existe une k-courbe affine lisse Y,´0
Ž . Ž .un point y Y k et un G , X -reetement qui induit  au-dessus de y etˆY Y 0
 4est lisse sur Y 	 y .
Demonstration. C’est une consequence facile de 2.6 et du theoreme´ ´ ´ `
 d’approximation d’Artin Ar1, Theorem 1.12 .
ŽDe fac¸on precise, soit A l’henselise en question on identifie son´ ´ ´
 .complete a k t , et soit F le foncteur associant a tout k-algebre R´ ´ ` ` `
Ž .l’ensemble des classes d’isomorphie de G , X -revetements CˆSpecŽ R. SpecŽ R. R
  , ou  est de genre 0. Alors il est immediat que F est localement de` ´R R
Ž .presentation finie il commute aux limites inductives filtrantes . Partons de´
ˆ ˆ   comme dans l’enonce, et choisissons  : C  relevant  sur k t ,´ ´ ˆ 0
ˆ ˆŽŽ ..et lisse au-dessus de Spec k t . Si 	 designe le lieu singulier relatif de ,´
il existe r 0 tel que t rO  0. Le theoreme d’approximation entraıne´ ` ˆ	ˆ
˜Ž .l’existence d’un G , X -revetement  : C 
 qui coıncide avecˆ ˜ ˜ ¨SpecŽ A. SpecŽ A.
r
1 ˜ ˜ modulo t . Ceci entraıne que le lieu singulier 	 de  a la proprieteˆ ˆ ´ ´
r ˜Ž .que t O  0. Il n’est donc pas surjectif sur Spec A , et  est donc lisse au	˜
Ž .point generique de Spec A .´ ´
2.8. THEOREME. Sous les hypotheses de 2.5, supposons de plus k fertile.´ ` `
Alors X est fortement realisable sur k.´
 4Demonstration. Soient Y et y comme dans 2.7 : alors Y 	 y a un point´
rationnel, d’ou la conclusion.`
Variante. Le theoreme 2.8 peut se deduire directement de 2.6, en´ ` ´
Ž  faisant l’economie du theoreme d’Artin, comme suit cf. Hb4, 4.5 et aussi´ ´ `
 . Ž .CT, preuve du theoreme 2 : il resulte de 2.6 que G, X est fortement´ ` ´
ŽŽ ..realisable sur Spec k t . Il est donc fortement realisable sur le spectre´ ´
ŽŽ ..d’une sous-k-algebre de type fini A k t , donc sur un k-schema de type` ´
Ž ŽŽ ... Ž .fini T tel que T k t . D’apres la caracterisation 2.4 ii des corps` ´
fertiles, T a un point k-rationnel, d’ou le resultat.` ´
2.8.1. Remarque. En caracteristique nulle et pour G constant, 2.7 et´
 2.8 redonnent respectivement le theoreme 2 et le theoreme 1 de CT .´ ` ´ `
Ž .2.9. COROLLAIRE. Sous les hypotheses de 2.8, soit de plus ,  une`
Ž . Ž .k-courbe lisse pointee. Alors il existe un G, X -reetement connexe de ,  .´ ˆ
Ž .C’est le theoreme 1.1 de l’introduction .´ `
Demonstration. Resulte de 2.8 et de la proposition 2.2.1.´ ´
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´3. RECOLLEMENT DE SCHEMAS LE LONG DE
´ ´SOUS-SCHEMAS FERMES
3.1. Notations. Considerons un schema S et un diagramme´ ´
ji
Y T  Z de S-schemas. On cherche a « recoller Y et Z le long de T ».´ `
ŽNous supposerons ici que i et j sont des immersions fermees. Les heureux´
 possesseurs de Fe y verront etudie le cas ou seule l’une de ces deux´ ´ `
.fleches est une immersion fermee, l’autre etant seulement supposee affine.` ´ ´ ´
Ž .Definissons Y Z en abrege Y Z comme le conoyau du dia-´ ´ ´i, T , j T
ji Žgramme Y T  Z dans la categorie des espaces anneles ou, ce qui´ ´









qui est cocartesien par definition.´ ´
Conention. Nous serons souvent amenes a considerer le cas ou S, Y,´ ` ´ `
Z et T sont affines : dans ce cas, nous designerons sans commentaire par´
Žk, A, B et C leurs anneaux respectifs de sorte que l’on a un diagramme
.A C B de k-algebres .`
3.2. PROPOSITION. Les hypotheses et notations sont celles de 3.1.`
Ž .i L’espace annele Y Z est un schema, et i et j sont des´ ´T
immersions fermees ;´
Ž .ii si Y, Z et T sont affines, alors Y Z est affine d’anneauT
A B, aec les morphismes eidents ;´C
Ž . Ž . Ž . 1Ž .iii si U resp. V est un ouert de Y resp. de Z et si i U 
1Ž . 1j V , alors U V s’identifie par les fleches eidentes a un ouert de` ´ `i ŽU .
Y Z ;T
Ž . Ž .iv le diagramme 3.1.1 de schemas est cartesien ;´ ´
Ž .v la formation de Y Z commute a tout changement de base plat`T
S S, et a tout changement de base si T est plat sur S ;`
Ž . Ž .vi si Y et Z sont quasi-compacts resp. quasi-separes, resp. separes´ ´ ´ ´
sur S, il en est de meme de Y Z ;ˆ T
Ž . Ž .vii si Y et Z sont localement de type fini resp. propres sur S, et si
l’une des immersions i et j est de presentation finie, alors Y Z est´ T
Ž .localement de type fini resp. propre sur S ;
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Ž .viii si Y, Z et T sont localement de presentation finie sur S, et si T est´
plat sur S, alors Y Z est localement de presentation finie sur S ;´T
Ž . Ž .ix si Y et Z sont des S-courbes nodales au sens de 2.1 , si T est
etale sur S, et si i et j se factorisent par les ouerts de lissite respectifs de g et h,´ ´
Ž .alors Y Z est une S-courbe nodale ; de plus Sing Y ZS s’identifie a`T T
Ž . Ž .la somme disjointe T Sing YS  Sing ZS .
Ž . Ž . Ž  .Demonstration. Les assertions i a iv sont etablies dans An , 1.1 ; le´ ` ´
point essentiel, une fois traite le cas affine, est que l’on peut trouver des´
Ž . Ž .recouvrements ouverts affines arbitrairement fins U de Y et V   
1Ž . 1Ž .de Z tels que i U  j V pour tout  ; ci-dessous, deux tels recou- 
vrements seront dits compatibles.
Ž .v On se ramene au cas affine, et l’on remarque que l’on a une`
suite exacte naturelle de k-modules 0 A B A B C 0.C
Ž .vi On se ramene au cas ou S est affine ; il est alors clair par` `
definition de Y Z que la quasi-compacite est preservee. Par ailleurs si´ ´ ´ ´T
Ž . Ž .Y et Z sont quasi-separes, soient U et V des recouvrements´ ´    
affines compatibles de Y et de Z : alors pour  et  dans , U U est 
quasi-compact, de meme que V  V ; par suite les W U Vˆ     ŽU . 1i 
forment un recouvrement affine de Y Z tel que W W soit quasi-T  
compact pour tous  et . Donc Y Z est bien quasi-separe. Le cas´ ´T
« separe » se traite de fac¸on similaire.´ ´
Ž .vii «Localement de type fini » : on peut supposer que S, Y, Z et T
Ž . Ž Ž . .sont affines. Soit a resp. b une famille de generateurs de la´ ´  L  M
Ž . Ž .k-algebre A resp. B , et soit  une famille de generateurs de` ´ ´  N
l’ideal J noyau de la surjection B C correspondant a j. Relevons´ `
˜Ž . Ž . Žchaque a resp. b dans A B en a resp. b noter que le mor-˜  C  
 4 .phisme canonique A B A est surjectif, de noyau 0  J . Le lecteurC
˜ Ž .verifiera alors aisement que les a , b et 0,  engendrent A B´ ´ ˜   C
comme k-algebre, ce qui entraıne l’assertion.` ˆ
Ž . Ž .vii «Propre» : il resulte de ce qui precede et de vi que Y Z´ ´ ` T
est de type fini et separe sur S. Il est donc propre, comme image du´ ´
S-schema propre YZ.´
Ž .viii Lorsque S est localement noetherien, l’assertion resulte´ ´
Ž . Ž .evidemment de vii sans hypothese de platitude pour T . Dans le cas´ `
general, on se ramene au cas affine, puis au cas noetherien en remarquant´ ´ ` ´
que le diagramme de k-algebres de presentation finie A C B provient` ´
par changement de base d’un diagramme analogue A  C  B de0 0 0
k -algebres de presentation finie, ou k est un sous-anneau de k qui est` ´ `0 0
 une -algebre de type fini ; de plus d’apres Gro2, 11.2.6.1 , on peut` `
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Ž .supposer que la k -algebre C est plate, ce qui assure d’apres v que` `0 0
Ž .A  B  k s’identifie a A B.`0 C 0 k C0 0
Ž .ix D’apres les assertions precedentes, Y Z est plat et de pre-` ´ ´ ´T
sentation finie sur S. Comme sa formation commute au changement de
base puisque T est plat, on est ramene au cas bien connu ou S est le´ `
spectre d’un corps algebriquement clos.´
3.3. Faisceaux sur une somme amalgamee. Pour tout schema X, notons´ ´
Ž . Ž Ž .. ŽQC X resp. LL X la categorie des O -Modules quasi-coherents resp.´ ´X
.localement libres de rang fini . Avec les notations de 3.1, on a un foncteur
evident´
F : QC Y Z QC Y  QC Z 3.3.1Ž . Ž . Ž . Ž .T QCŽT .
ou l’on rappelle qu’un objet de la categorie «produit fibre » de droite est` ´ ´
Ž . Ž .de la forme F, G,  ou F resp. G est un faisceau quasi-coherent sur Y` ´
Ž . Ž .resp. sur Z et  un isomorphisme de O -Modules de i*F sur j*G. CeT
foncteur admet un adjoint a droite`
G : QC Y  QC Z QC Y Z 3.3.2Ž . Ž . Ž . Ž .QC ŽT . T
Ž .  qui envoie F, G,  sur le produit fibre evident jF iG ou l’on´ ´ `Ž jF .T
identifie T a un sous-schema de Y Z, et ou les restrictions de jF et` ´ `T
iG a ce sous-schema sont identifiees entre elles graces a .` ´ ´ ˆ `
Ces deux foncteurs respectent les faisceaux localement libres de rang
fini. D’autre part, il est facile de voir que le morphisme d’adjonction
FG Id est un isomorphisme. Ce n’est pas le cas en general du mor-´ ´
phisme d’adjonction IdGF ; toutefois :
3.3.1. PROPOSITION. Aec les notations de 3.3, les foncteurs F et G
induisent des equialences de categories quasi-inerses l’une de l’autre entre´ ´
Ž . Ž . Ž .LL Y Z et LL Y  LL Z .T LLŽT .
Demonstration. On se ramene au cas affine, du a Milnor, cf. Ba,´ ` ˆ `
IX, §5 .
3.3.2. Remarque. On a un enonce analogue, que nous n’utiliserons pas,´ ´
en remplac¸ant les Modules localement libres de rang fini par les Modules
Ž Ž .  Ž ..plats Fe, 2.2 , utilisant Gru-R, deuxieme partie, 1.2.4 .`
3.4. Schemas sur une somme amalgamee. Ce qui a ete dit en 3.3 pour´ ´ ´ ´
les Modules s’etend immediatement aux Algebres ; en particulier, si, pour´ ´ `
Ž .un schema X, on note FLL X la categorie des X-schemas finis locale-´ ´ ´
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Žment libres, on obtient une equivalence de categories avec les notations´ ´
.de 3.1
FLL Y  FLL Z  FLL Y Z 3.4.1Ž . Ž . Ž . Ž .FLLŽT . T
Ž .qui envoie, avec les notations evidentes, Y , Z,  sur Y  Z. De´ Y  TY
plus, si Y  et Z sont etales sur Y et Z respectivement, alors Y  Z´ Y  TY
Ž .est etale sur Y Z. Combinant ces faits avec 3.2 ix , on obtient :´ T










un diagramme de S-schemas, ou :´ `
 les carres sont cartesiens ;´ ´
 Y, Z, Y , Z sont des S-courbes nodales ;
 T et T  sont etales et surjectifs sur S ;´
 i, j, i et j sont des immersions fermees, a aleurs dans les ouerts de´ `
lissite respectifs de Y, Z, Y  et Z ;´
 Y , Z et T  sont munis d’actions de G faisant de p et q des
Ž .G-reetements cf. 2.2 , et i et j sont G-equiariantes.ˆ ´
Alors le morphisme naturel Y  Z Y Z est de fac¸on naturelle unT  T
G-reetement.ˆ
3.5.1. Remarque. Nous avons restreint, en 2.2, la definition d’un G-´
revetement au cas ou la courbe but est propre et connexe ; c’est pourˆ `
garantir la connexite des fibres de Y Z que l’on impose ci-dessus que T´ T
soit surjectif sur S.
3.5.2. Cas des courbes de genre 0. Sous les hypotheses de 3.5, il est`
Žimmediat que si Y et Z sont de genre 0, et si T S de sorte que i et j´
.sont des sections de Y et Z sur S , alors Y Z est encore de genre 0.T
Nous aurons besoin de la generalisation suivante : Y est de genre 0, T´ ´
est fini etale sur S, Z est une T-courbe nodale de genre 0, et j est une´
Ž .section de Z sur T. Alors Y Z ou Z est vue comme S-courbe est`T
encore de genre 0 sur S. Pour le voir il suffit de traiter le cas ou S est`
spectre d’un corps k algebriquement clos, auquel cas Y est munie de d´
Ž .points lisses distincts y 1 i d , et Z est une somme disjointe dei
Ž .k-courbes nodales Z 1 i d de genre 0, chacune munie d’un pointi
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lisse z . La courbe Y Z s’obtient en attachant chaque Z a Y par`i T i
identification de z a y .`i i
3.5.3. EXEMPLE. Cet exemple elementaire sera utilise plus loin. Prenons´ ´ ´
Ž . 
 1,  nodale pointee de genre 0 sur S, posons     , et notons´  , S, 0 S

 
 1 Ž 
 
. la section de  deduite de la section  de  . Alors  ,  est´ S
encore pointee de genre 0, et de plus elle admet une section disjointe de ´
et de 
, deduite de la section 1 de 1. Partant de S Spec et´ S
Ž . Ž 1 .,    , et repetant ce processus, on obtient pour tout r une´ ´
« chaıne de droites projectives» qui est une -courbe nodale de genre 0ˆ
ayant r sections disjointes contenues dans l’ouvert de lissite.´
ˆ4. CONSTRUCTION DE REVETEMENTS SINGULIERS
Nous allons dans ce paragraphe demontrer le theoreme 2.5 : on cherche´ ´ `
donc a construire, sur un corps k donne, une courbe nodale  de genre 0,` ´
Ž .munie d’un point rationnel lisse  , et un G, X -revetement connexe deˆ
Ž .,  , pour G et X donnes.´
Nous allons y parvenir au moyen de constructions elementaires, proches´ ´
 de celles utilisees notamment dans Hb1, Hb-S , et dont la plupart sont´
valables sur une base generale. Le principal outil est l’assemblage de´ ´
revetements etudie au §3, et le point de depart des assemblages est fourniˆ ´ ´ ´
Žpar les lemmes elementaires 4.1 et 4.2 qui suivent ou, pour tout entier n´ ´ `
Ž   Ž n ..non nul, on note  le schema en groupes Spec  T  T  1 des´n
.racines n-iemes de l’unite .` ´
4.1. LEMME. Soient S un schema, n un entier inersible sur S. Alors ´ n, S
est fortement realisable.´
Demonstration. Considerer 1, pointee en 1, et le revetement de´ ´ ´ ˆS
1 nKummer   , donne sur la coordonnee affine par x x .´ ´S
4.1.1. Remarque. Comme  est commutatif, la remarque 2.3.3 s’ap-n
plique : sous les hypotheses de 4.1, tout  -torseur est fortement realisa-` ´n, S
ble. Meme chose pour le lemme 4.2 ci-dessous.ˆ
4.1.2. Remarque. Soit S un schema et soit G un S-schema en groupes´ ´
fini etale commutatif, dont l’ordre est inversible sur S. Alors on peut´
construire une suite exacte 1G T T  1, ou T et T  sont des`
tores sur S et ou de plus T  est de la forme R  ou S est fini etale` ` ´SS m, S
Ž sur S ici R designe la restriction de Weil ; la construction est faite dans S,´
 Ž . .4.2.1 lorsque S Spec  et se generalise sans difficulte . En particulier,´ ´ ´
si S est le spectre d’un corps k, T  est une variete k-rationnelle, d’ou l’on´ ´ `
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Ž .deduit comme dans loc. cit. que G et donc aussi tout G-torseur est´
fortement realisable sur k.´
Cependant, le cas de  , particulierement simple, nous suffira.`n
4.2. LEMME. Soient p un nombre premier, S un  -schema, n un entier´p
Ž n .naturel. Alors le S-groupe constant p  est fortement realisable.´S
Ž n .Demonstration. Posons pour abreger G p  . On peut supposer´ ´ S
que S Spec  . On sait qu’alors il existe un revetement etale Y geometri-ˆ ´ ´ ´p
quement connexe de groupe G de la droite affine 1 , obtenu par exempleS
comme suit : on note W le schema des vecteurs de Witt de longueur n sur´n
ŽS,  l’isogenie F Id : W W F designant l’endomorphisme de´ ´n n
. Ž . 1Frobenius , de noyau W S G, et l’on prend Y  W ou f`n S f , W ,  nn
Ž .est le morphisme x x, 0, . . . , 0 . On en deduit le revetement voulu de´ ˆ
1 par completion.´S
ŽPour voir que Y est bien geometriquement connexe, on peut se placer´ ´
sur S Spec  et remarquer que s’il ne l’etait pas, le revetement YpG´ ˆp
1 serait trivial. Or ce dernier s’identifie au revetement d’Artin-ˆ
.Schreier.
4.3. Remarque. Dans 4.1, le revetement C1 obtenu est totalementˆ
ramifie en 0 et , et etale ailleurs ; de plus C est isomorphe a 1.´ ´ `
Dans 4.2, il est totalement ramifie en , et etale ailleurs ; par contre C´ ´
Žn’est pas de genre 0, sauf bien sur lorsque n 0 on obtient le revetementˆ ˆ
.1trivial Id , et lorsque n  1 ou l’on obtient le revetement` ˆ
d’ArtinSchreier.
4.4. PROPOSITION. Soient S un schema, G un S-schema en groupes´ ´
Ž .constant identifie au groupe fini ordinaire correspondant . On suppose donnes´ ´
Ž .de plus des sous-groupes H , . . . , H r de G, erifiant les proprietes´ ´´1 r
suiantes :
Ž .i la reunion des H engendre G ;´ i
Ž .ii chaque H est realisable.´i
Alors G est realisable.´
Ž  . Ž .Demonstration cf. Hb-S, Sect. 4 . D’apres ii , on a pour chaque i une´ `
Ž .S-courbe nodale pointee  ,  , de genre 0, un H -revetement connexe´ ˆi i i
 : C   , et une trivialisation  du H -torseur C  S. Posonsi i i i i i  ,  , i i i H i   Ž .C  C  G. Le morphisme canonique  : C   est un G, G -i i i i i
revetement de  . En general il n’est pas connexe ; en fait on a un ouvertˆ ´ ´i
ferme canonique C0 de C, a savoir C0  C H i H , qui s’identifie´ `i i i i i
canoniquement a C et est donc une S-courbe nodale connexe.` i
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La fibre de C le long de  est munie d’une trivialisation canoniquei i

C  S  Gi  ,  , i i i
par laquelle la fibre de C0 s’identifie a H .`i i
Prenons alors une S-courbe nodale  de genre 0, munie de r
 10
Ž .  sections disjointes x , . . . , x cf. 3.5.3 , et notons  : C   G 0 r 0 0 0 0
Ž  . Ž .le G-revetement trivial. En assemblant  resp. C a chaque  resp. C ,ˆ `0 0 i i
Ž pour 1 i r, par identification de x a  resp. de la fibre en x de `i i i 0
 . Ž .a la fibre en  de  via leurs trivialisations on obtient un G, G -revete-` ˆi i
ment  : C , ou  est pointee par le point restant x de  . Il nous` ´ 0 0
suffit de montrer que C est connexe. On peut pour cela supposer que S est
Ž .le spectre d’un corps k algebriquement clos, en vertu de 3.2 v . Au-dessus´
Ž .de  identifiee a un ferme de  on a une section canonique de ´ ` ´0
correspondant a l’element neutre de G. Il resulte de notre construction` ´ ´ ´
0 Ž .que cette section rencontre chacune des composantes C 1 i r dei
C. Il s’ensuit immediatement que le stabilisateur, dans G, de la com-´
posante connexe de C contenant ladite section contient tous les H , donci
est egal a G. Donc C est bien connexe.´ `
4.4.1. Remarque. On peut etendre l’argument a des torseurs non´ `
necessairement triviaux, sous des groupes G plus generaux : on se donne´ ´ ´
Ž .un S-groupe fini etale G, des sous-groupes finis etales H de G, engen-´ ´ i
drant G, et un K-torseur Y ou K est l’intersection des H . En adaptant la` i
preuve ci-dessus, on voit que si, pour chaque i, le H -torseur YK H esti i
realisable, alors YK G est realisable.´ ´
Sur le chemin du theoreme 2.5, nous pouvons deja enoncer :´ ` ´ ` ´
4.5. PROPOSITION. Soient S un schema, G un S-schema en groupes fini´ ´
  Žetale, X un G-torseur. On suppose que G u comme section « localement´
.entiere» de O est inersible sur S, ou que S est un schema sur un corps.` ´S
Alors il existe un S-schema fini etale surjectif S tel que X soit realisable sur S.´ ´ ´
Demonstration. On peut supposer S connexe. Dans ce cas il existe S´
fini etale surjectif sur S avec les proprietes suivantes :´ ´ ´
 G est constant ;S
 X est trivial ;S
  r Ž . si G mp avec m inversible sur S et le cas echeant p premier´ ´
nul sur S, alors  est constant.m , S
 Les lemmes 4.1 et 4.2 montrent que pour tout entier d divisant G ,
Ž .d est realisable. Il suffit d’appliquer 4.4 en prenant pour les H une´S i
famille de sous-groupes cycliques de G engendrant G .S S
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4.6. PROPOSITION. Soient S un schema, G un S-schema en groupes fini´ ´
etale, X un G-torseur, S un S-schema fini etale surjectif. On suppose que :´ ´ ´
Ž .i le S-schema somme SS est plongeable dans l’ouert de lissite´ ´
d’une S-courbe nodale de genre 0 ;
Ž .ii X est realisable sur S.´
Alors X est realisable.´
Ž . Ž .Demonstration Tous les produits sont fibres sur S . D’apres i , il´ ´ `
Ž .existe une S-courbe nodale pointee  ,  de genre 0, et un S-plonge-´ 0 0
ment i : S  a valeurs dans l’ouvert de lissite et disjoint de  .` ´0 0
Ž . Ž . Ž .On considere sur  ,  le G, X -revetement non connexe trivial` ˆ0 0
  X  .0 0
Ž . Ž .D’apres ii , il existe un G , X -revetement   : C , ou  est` ˆ `S S
pointee par   : S . On a en particulier un G -plongement j :´ S
X  C.S
Posons alors
    ;0 i , S ,  
c’est une S-courbe nodale de genre 0 d’apres 3.5.2, et elle est munie d’une`
section  deduite de  . Posons d’autre part´ 0
C   X  C.Ž .0 iid , SX , jX
Ž .Il est alors immediat que l’on a un G, X -revetement  : C , deduit´ ˆ ´
des donnees initiales. Il reste a voir que C est connexe. Pour cela, on peut´ `
supposer que S est le spectre d’un corps k algebriquement clos. D’autre´
part, comme  est fini et plat et  connexe, il suffit de trouver un ferme´
1Ž .non vide Z de  tel que  Z soit connexe. Or soit  une composante1
Ž .connexe de  c’est-a-dire une fibre de  en un point de S : alors ` 1
1Ž . 1Ž .s’identifie a un ferme Z de , et  Z est isomorphe a    donc` ´ ` 1
est connexe puisque c’est une fibre de C sur S.
En combinant 4.5 et 4.6, on obtient :
4.7. THEOREME. Soient S un schema, G un S-schema en groupes fini´ ` ´ ´
 etale, X un G-torseur. On suppose que G est inersible sur S, ou que S est´
un schema sur un corps. De plus, on suppose erifiee la condition suiante :´ ´ ´
Ž . tout S-schema fini etale est plongeable dans l’ouert de lissite d’une´ ´ ´
S-courbe nodale de genre 0.
Alors X est realisable.´
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Ž .4.8. Preue du theoreme 2.5. Posant S Spec k , il suffit de voir que´ `
Ž .la condition  de 4.7 est verifiee. Or un S-schema fini etale S est´ ´ ´ ´
Ž .somme de spectres S 1 i r d’extensions finies separables de k.´i
D’apres le theoreme de l’element primitif, chaque S est plongeable dans` ´ ` ´ ´ i
 . Par suite S est plongeable dans une « chaıne de droites» du typeˆm, k
3.5.3, d’ou la conclusion.`
4.9. Remarques.
Ž .4.9.1. J’ignore si la condition  de 4.7 est toujours verifiee. On a vu´ ´
en 4.8 qu’elle l’est si S est le spectre d’un corps, et il est facile d’en deduire´
qu’elle l’est encore si S est local henselien. D’autre part, elle l’est aussi si´
S est local a corps residuel infini : dans ce cas, tout S-schema fini etale est` ´ ´ ´
plongeable dans 1.S
4.9.2. En cas de besoin le lecteur pourra facilement raffiner certains
enonces de ce paragraphe.´ ´
 Par exemple, la condition « G est inversible sur S, ou S est un schema´
sur un corps» apparaissant dans 4.5 et dans 4.7, peut etre remplacee parˆ ´
 « il existe un S-schema en groupes localement isomorphe a G  et´ `
realisable sur S ».´
De meme, l’examen des arguments de 4.5 et 4.6 montre que l’on peutˆ
Ž .limiter la condition  de 4.7 aux S-schemas finis etales de degre borne´ ´ ´ ´
par un entier d ne dependant que de G, par exemple, d 1
´
  Ž  .  Ž . G  G Aut G , ou  est l’indicateur d’Euler.`
´5. DEFORMATION
Nous allons, dans ce paragraphe, demontrer le theoreme 2.6.´ ´ `
5.1. Notations. On se donne donc un corps k, un k-schema en groupes´
Ž .fini etale G, un G-torseur X et un G, X -revetement´ ˆ
 0
C    Spec kŽ .0 0
Ž .de k-courbes nodales, ou  est de genre 0, pointee par    k . On` ´0 0 0
 cherche a relever ces donnees en  : C  S, ou S Spec k t , et ou` ´ ` `
 et C sont lisses au-dessus du point generique U de S.´ ´
Observons d’abord que nous pouvons oublier  et X : en effet, comme0
Ž .la section  est dans Reg  k , elle se releve automatiquement dans`0 0
Ž .  Reg S puisque k t est henselien, et pour la meme raison un G-torseur´ ˆ
Ž .sur S donc aussi sur l’image de  est determine a isomorphisme unique´ ´ `
pres par sa fibre speciale.` ´
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On sait deja qu’il existe une S-courbe de genre 0 relevant  et lisse sur´ ` 0
Ž  Ž .U plus precisement, d’apres De-Mu, 1.5 , toute deformation des points´ ´ ` ´
singuliers provient d’une deformation de  , et d’autre part les points´ 0
.singuliers admettent des deformations lisses . On fixe une fois pour toutes´
une telle courbe, notee .´
Notons 	   le lieu de ramification de  . C’est un ensemble fini de0 0 0
points fermes de Reg  .´ 0
Pour tout point ferme y de  , nous noterons R l’anneau semi-local´ 0 0, y
1Ž .complete de C en  y : il s’identifie au produit des anneaux locaux´ ´ 0 0
ˆ 1Ž .completes O pour z  y , et l’on a un morphisme fini localement´ ´ C , z 00
libre :
ˆ : Spec R  Spec O 5.1.1Ž .0, y 0, y  , y0
ˆŽ .ou O designe evidemment le complete de l’anneau local O qui est` ´ ´ ´ ´ , y  , y0 0
un « revetement de groupe G » au sens suivant : on a une action naturelleˆ
Žde G sur Spec R qui fait de  un G-torseur en-dehors de y et0, y 0, y
. Žmeme un G-torseur si y 	 . De plus si y Sing  et notamment siˆ 0 0
ˆ.y 	 les anneaux O et R sont reguliers.´0  , y 0, y0
5.2. Deformation aux points de ramification. Soit y 	 . Comme  est´ 0
 lisse sur S en y, il existe un k t -isomorphisme
ˆ ˆ   : O  O t .y  , y  , y0
On fixe une fois pour toutes un tel isomorphisme, pour chaque y.
Ž .Considerons alors le revetement  de 5.1.1 , et prenons les series´ ˆ ´0, y
 formelles en t des deux cotes : posant R  R t , et utilisant l’isomor-ˆ ´ y 0, y
phisme  choisi, on en deduit un revetement ramifie´ ˆ ´y
ram ˆ : Spec R  Spec Oy y  , y
qui prolonge  .0, y
5.3. Deformation aux points singuliers. Pour chaque point y Sing  ,´ 0
puisque  est etale en y, il existe un unique G-torseur´0
sing ˆ : Spec R  Spec Oy y  , y
qui prolonge  .0, y
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5.4. Recollement. Nous sommes maintenant dans la situation de Hb-S,
Theorem 2 et pouvons donc en conclure qu’il existe un G -revetementˆS
  C  S Spec k t
Ž . ram Ž sing .induisant a isomorphisme pres  au-dessus de  , et  resp. ` ` 0 0 y y
ˆ Žsur Spec O , pour y 	 resp. pour y Sing  , ceci etant d’ailleurs´, y 0 0
.automatique .
Noter que C est bien lisse sur U : en effet soit A un point ferme de´U
Ž .C , et soit a C son unique specialisation : si  a  	 , alors  est´U 0 0 0
etale en a, et donc  est etale en A et C est lisse en A puisque  est´ ´ U
Ž .lisse ; si  a  	 , alors C est lisse en a, donc C est lisse en A.0 0
Enfin C est geometriquement integre puisque C l’est et que C est´ ´ `U 0
 Ž .Ž .propre et plat sur S Gro2, 12.2.4 vi .
´6. VARIANTES ET COMPLEMENTS
Dans toute la suite k designe un corps ; on note k une cloture´ ˆs
separable de k, p sa caracteristique. Par ailleurs, S designe un schema, G´ ´ ´ ´
un S-schema en groupes fini etale, X un G-torseur.´ ´
6.1. Raccourci. Le lecteur qui ne s’interesse qu’au theoreme 1.1 peut´ ´ `
abreger la lecture du §4 : lorsque S est le spectre d’un corps k, la´
proposition 4.5 n’est autreavec les memes methodesque le theoremeˆ ´ ´ `
  Žde Harbater Hb1 deja cite existence d’un revetement de groupe donne´ ` ´ ˆ ´
1 .  de  , pour K separablement clos ; il suffit donc d’invoquer Hb1 et de´K
demontrer l’enonce de «descente » 4.6 pour obtenir le theoreme 2.5´ ´ ´ ´ `
Ž .existence d’un revetement singulier sur le corps de base .ˆ
Ž .6.2. Complements sur la ramification. On suppose ici que S Spec k´
et que k est fertile. On laisse alors au lecteur le soin de verifier, en suivant´
les demonstrations, que l’on peut imposer au G-revetement  : C1´ ˆ k
du theoreme 2.8 les proprietes de ramification suivantes. Supposons que le´ ` ´ ´
Ž .groupe fini G k soit engendre par des sous-groupes cycliques H , . . . , H´s 1 r
Ž .d’ordres respectifs e , . . . , e , de telle sorte que e , . . . , e resp. e , . . . , e1 r 1 a a
1 r
Ž .ne soient pas divisibles par p resp. soient des puissances de p . Alors :
 les corps residuels des points de ramification de  dans C sont´
separables sur k ;´
 les groupes d’inertie du revetement  obtenu par extension desˆ s
scalaires a k sont les transformes, par l’action du groupe de Galois de k` ´s s
Ž .sur k, des conjugues des H dans G k ;´ i s
Ž . si G est constant i.e. est un groupe fini ordinaire et si k contient,
 4pour chaque i 1, . . . , a , les racines e -iemes de l’unite, alors les points` ´i
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de ramification de  dans C sont rationnels sur k et leurs images dans 1k
 Ž .peuvent etre baptisees x , x , y 1 i a ; a
 1 j r , de sorte queˆ ´ i i j
Ž . pour i a resp. pour i a les groupes d’inertie au-dessus de x et xi i
Ž .resp. de y soient les conjugues de H .´i i
6.2.1. Remarque. On s’est limite dans ce travail aux revetements de´ ˆ
 courbes nodales qui sont etales au voisinage du lieu singulier ; dans Hb-S´
Ž .Theorem 7 notamment on utilise des revetements un peu plus generaux,ˆ ´ ´
ce qui permet d’assembler des revetements en leurs points de ramificationˆ
et ainsi de faire des economies sur le nombre de ces points. J’ignore si´
Ž .cette technique est compatible avec la contrainte d’obtenir un G, X -
revetement.ˆ
Ž .6.3. Le champ des courbes nodales propres . Dans tout ce qui suit,
pour pouvoir commodement utiliser le langage des champs algebriques,´ ´
Žnous sommes amenes a redefinir la notion de courbe nodale nous n’en´ ` ´
aurons besoin que dans le cas propre et le plus souvent connexe, et lorsque
.la base est un schema : une S-courbe nodale sera desormais un S-espace´ ´
 Ž .algebrique Kn ; L-MB, 1.1 plat, de presentation finie, et localement´ ´
projectif sur S pour la topologie etale, dont les fibres geometriques sont´ ´ ´
des courbes nodales au sens de 2.1.
6.3.1. Remarque. On pourrait remplacer « localement projectif» par
«propre» : les deux definitions sont en effet equivalentes et plus precise-´ ´ ´ ´
ment, par le meme argument qu’en 2.1.1, «propre» equivaut a «projectif»ˆ ´ `
Ž .compte tenu des autres hypotheses si la base est locale henselienne.` ´
Cependant, les references manquent pour la cohomologie des faisceaux´ ´
Žcoherents sur les espaces algebriques notamment les theoremes de semi-´ ´ ´ `
continuite et de changement de base, qui conduisent a un critere d’ampli-´ ` `
.tude par fibres . On a donc prefere inclure la projectivite locale dans la´ ´ ´ ´
definition ; ceci permet souvent, comme le lecteur le verifiera, de remedier´ ´ ´
aux lacunes de la litterature en se ramenant au cas des schemas par´ ´
localisation etale sur la base, ou par henselisation de celle-ci.´ ´
Ž .Pour tout schema T , notons NOD T la categorie des T-courbes nodales,´ ´
au sens ci-dessus, avec comme morphismes les T-isomorphismes. Avec les
foncteurs de changement de base evidents, NOD est un champ de´
Ž .  Ž .groupoıdes sur Spec  , pour la topologie etale L-MB, 3.1 : c’est pour¨ ´
beneficier de l’effectivite de la descente etale que nous avons du revenir´ ´ ´ ´ ˆ
Ž .sur la definition. De plus cf. plus loin, 7.1 NOD est un champ algebrique´ ´
Ž .lisse sur Spec  .
0Ž . Ž .On notera NOD T la sous-categorie pleine de NOD T formee des´ ´
T-courbes lisses ; il est clairindependamment du fait que NOD est´
0 Ž .algebriqueque NOD est un sous-champ ouert et de plus dense, cf. 7.1´
de NOD.
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Ž .On en deduit facilement voir 7.2.2 pour les details que si, pour un´ ´
Ž .Ž . Ž .S-schema T , on note REV G, X T la categorie des G, X -revetements´ ´ ˆ
de T-courbes nodales pointees de genre 0, on obtient un S-champ´
Ž .REV G, X qui est algebrique et localement de presentation finie sur S.´ ´
De plus les revetements lisses forment un sous-champ ouvert REV 0 deˆ
REV.
Nous utiliserons a plusieurs reprises le resultat suivant :` ´
6.3.2. LEMME. Soit f : X Y un morphisme lisse de champs algebriques.´
Alors f est ouert pour la topologie de Zariski.
1Ž .En particulier, si V est un sous-champ ouert dense de Y, alors f V est
dense dans X.
 Ž .Demonstration. Voir L-MB, 5.6 .´
6.4. Champs algebriques sur un corps fertile. Le lemme suivant montre´
que les proprietes definissant les corps fertiles s’etendent aux champs´ ´ ´ ´
algebriques :´
6.4.1. LEMME. Soient K un corps fertile et X un K-champ algebrique´
localement de type fini.
Ž . Ž .i Si X est lisse et connexe, alors X K est ide ou dense dans X ;
Ž . Ž ŽŽ ... Ž .ii si X K t , alors X K .
 Demonstration. Le point cle est le fait suivant L-MB, 6.3 : si X est un´ ´
Ž . Žchamp algebrique et L un corps, tout morphisme x : Spec L  X i.e.´
qzŽ .. Ž .tout objet de X L se factorise en Spec L  Z X, ou Z est un`
Ž .schema affine si l’on veut et q un morphisme lisse.´
Ž . Ž Ž . .Montrons comment en deduire i pour ii , l’argument est similaire . Si´
Ž .X K  on applique la propriete precedente avec L K : on en deduit´ ´ ´ ´ ´
Žun morphisme lisse q : Z X, ou Z est un schema qui est donc lisse sur` ´
.K , et que l’on peut supposer connexe ayant un point K-rationnel. Comme
Ž . Ž .K est fertile, Z K est dense dans Z. Mais comme q est ouvert 6.3.2 et X
Ž Ž .. Ž .irreductible il en resulte que q Z K , et a fortiori X K , est dense dans X.´ ´
Ž .6.5. Le cas modere. Designons par MOD G, X le sous-champ de´ ´ ´
Ž .REV G, X parametrant les revetements moderement ramifies et par´ ˆ ´ ´ ´
0Ž .MOD G, X son sous-champ ouvert forme des revetements moderement´ ˆ ´ ´
ramifies de courbes lisses.´
ŽNous etablirons en 7.2.6 les faits suivants d’ailleurs bien connus des´
.specialistes :´
Ž . MOD G, X est lisse sur S ;
0Ž . Ž . MOD G, X est dense dans MOD G, X .
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Ž . Ž .Supposons maintenant que S Spec k , et que le groupe fini G k soits
Žengendre par ses elements d’ordre non diisible par p. Noter que sans cette´ ´´
Ž . .derniere hypothese, MOD G, X serait vide .` `
On va alors deduire des faits ci-dessus une preuve plus conceptuelle du´
theoreme 2.8, evitant les constructions generales du §5.´ ` ´ ´ ´
Ž6.5.1. En effet, les constructions du §4 appliquees en utilisant une´
Ž . .famille de generateurs de G k d’ordre non divisible par p fournissent´ ´ s
Ž .Ž .un objet  : C  de MOD G, X k . Si de plus k est fertile, comme
Ž . 0Ž .MOD G, X est lisse et l’ouvert MOD G, X dense, on deduit aisement´ ´
Ž . Ž Ž .de 6.4.1 i applique a la composante connexe de MOD G, X contenant´ `
. 0Ž .Ž . que MOD G, X k , ce qui n’est autre que 2.8.
6.5.2. Sans supposer k fertile, voici une variante de l’argument
precedent, qui donne cette fois le theoreme 2.7, en supposant de plus que´ ´ ´ `
Ž . Žle G, X -revetement  de l’enonce est modere l’existence d’un telˆ ´ ´ ´ ´
.revetement a ete vue ci-dessus .ˆ ´ ´
Ž . Ž .Le k-champ MOD G, X est muni d’un point rationnel x : Spec k 
Ž .  MOD G, X , correspondant a  . Appliquant L-MB, 6.3 deja cite, on en` ´ ` ´
Ž .deduit un k-schema Z, un k-morphisme lisse q : ZMOD G, X et un´ ´
Ž . Ž . Žpoint y Z k tel que q y  x. En particulier Z est lisse sur k puisque
Ž . . 1Ž 0Ž ..MOD G, X l’est et q MOD G, X est un ouvert dense de Z. Il existe
Ž  4.donc une courbe affine lisse Y Z passant par y et telle que q Y 	 y 
0Ž . Ž .MOD G, X . Le morphisme q : YMOD G, X s’interprete alors`Y
Ž .comme un G , X -revetement qui a les proprietes voulues.ˆ ´ ´Y Y
6.5.3. Enfin, on peut remarquer que le revetement singulier C ˆ
construit au §4 peut etre choisi de telle sorte que les composantesˆ
irreductibles geometriques de C soient toutes des droites projectives. En´ ´ ´
Ž  .particulier, on obtient dans 2.6 une courbe C sur Spec k t qui donne
Ž  .  par extension a Spec k t une courbe de Mumford Mu . Ceci est` s
Ž . Ž .d’ailleurs valable, plus generalement remarque 4.3 , si G k est engendre´ ´ ´s
par ses elements d’ordre non divisible par p2.´ ´
6.6. Retour au cas general. Les considerations de 6.5, jointes a la´ ´ ´ `
 lecture de CT , sont a l’origine du present travail. C’est pour eliminer` ´ ´
l’hypothese «moderee» que l’auteur a du se battre, a regret, avec les` ´ ´ ˆ `
problemes de deformation du §5. En un sens, on peut dire que les` ´
Ž   .techniques de « formal patching » dues a Harbater Hb3 , Hb-S servent`
Ž  a pallier le defaut de lissite des champs de revetements etudies. Dans P2 ,` ´ ´ ˆ ´ ´
 .ce role est joue par le «demi-theoreme de Riemann » de P1 . De fait, leˆ ´ ´ `
theoreme de deformation 2.6 peut se reformuler comme une propriete´ ` ´ ´ ´
Ž . Žgeometrique du champ REV G, X de 7.2 trivialement verifiee pour les´ ´ ´ ´
.champs lisses :
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6.6.1. PROPOSITION. Soient k un corps, G un k-schema en groupes fini´
Ž . Ž .etale, et X un G-torseur. Tout morphisme de Spec k dans REV G, X se´
Ž  . Ž .prolonge en un morphisme de Spec k t dans REV G, X dont la restric-
ŽŽ .. 0Ž .tion a Spec k t est a aleurs dans l’ouert REV G, X .` `
6.6.2. La version ci-dessus de 2.6 permet, de fac¸on tout a fait formelle,`
0Ž .de retrouver le theoreme 2.8 : si k est fertile, comme REV G, X a un´ `
ŽŽ .. Ž .point a valeurs dans k t , il a un point a valeurs dans k d’apres 6.4.1 ii .` ` `
Bien entendu ce n’est la qu’un avatar de la variante de la preuve donnee` ´
en 2.8.
ˆ7. CHAMPS DE COURBES ET DE REVETEMENTS
«Faute de reference commode», nous demontrons ici l’algebricite des´ ´ ´ ´ ´
Ž .champs de courbes et de revetements consideres au §6 7.1 et 7.2.2 , ainsiˆ ´ ´
Ž .que la lissite du champ des revetements moderes 7.2.6 .´ ˆ ´ ´
Ž7.1. THEOREME. Le champ NOD des courbes nodales propres au sens´ `
. Ž     Ž ..de 6.3 est un champ algebrique au sens d’ Artin Ar3 , ou de L-MB , 4.1´
Ž .lisse sur Spec  .
Le sous-champ ouert NOD0 de NOD forme des courbes lisses est dense´
dans chaque fibre de NOD au-dessus de Spec.
Demonstration. La densite de NOD0 vient du fait, deja utilise au §5´ ´ ´ ` ´
pour le genre 0, que toute courbe nodale sur un corps k se releve en une`
  ŽŽ ..courbe nodale sur k t , lisse sur k t . Il reste a voir que NOD est`
Ž .algebrique et lisse sur Spec  .´
7.1.1. Representabilite relatie. Il s’agit d’abord de voir L-MB, condi-´ ´
Ž . Ž .tion i de la definition 4.1 que si X et Y sont deux courbes nodales sur´
un schema T , le faisceau des T-isomorphismes de X sur Y est un T-espace´
algebrique quasi-compact et separe sur T. Cette question est locale sur T´ ´ ´
Ž .au sens etale de sorte que l’on peut supposer que X et Y sont projectives´
sur T , et la conclusion resulte alors de la theorie du schema de Hilbert´ ´ ´
Ž  .voir Gro1, 4c .
7.1.2. Lissite. Supposant NOD algebrique, montrons qu’il est alors lisse´ ´
Ž .sur Spec  .
Pour voir qu’il est localement de presentation finie, il s’agit d’apres´ `
 Ž . Ž Ž .. Ž .L-MB, 4.15 applique avec Y Spec  de voir que si A est un´   L
systeme inductif filtrant d’anneaux, de limite inductive A, la categorie` ´
Ž . Ž .NOD Spec A est limite inductive des categories NOD Spec A . Or´ 
l’enonce analogue est vrai pour les categories d’espaces algebriques de´ ´ ´ ´
presentation finie sur Spec A et les Spec A : c’est un cas particulier de´ 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 Ž .L-MB, 4.18.1 . Il reste au lecteur a verifier que si   L et si X est un` ´ 0 0
A -espace algebrique de presentation finie tel que X  A soit une´ ´ 0 A0 0
A-courbe nodale, alors il existe   dans L tel que X  A soit une0 0 A 0
A -courbe nodale.
Ž .Pour conclure que NOD est lisse sur Spec  , on applique le critere`
Ž .Ž .  4.15 ii de L-MB : si A est un anneau local henselien, I un ideal de´ ´
Ž .carre nul de A et X une AI -courbe nodale, il suffit de voir que X se´ 0 0
releve en une A-courbe nodale. C’est un resultat classique de theorie des` ´ ´
deformations : comme X est localement d’intersection complete relative´ `0
Ž .sur S  Spec AI , l’obstruction a l’existence d’un relevement vit dans` `0
2Ž .  Ž .Ext  , I qui est nul par les arguments de De-Mu, 1.3 , deja´ `X S0 0
utilise au §5.´
7.1.3. Ou l’on borne le genre et le nombre de composantes. Pour chaque`
Ž . Ž .couple g, r , notons NOD g, r le sous-champ de NOD corre-
spondant aux courbes f : C S dont toutes les fibres geometriques´ ´
 ont au plus r composantes irreductibles ;´
 ont toutes leurs composantes connexes de genre  g.
Ž .  Ž .Alors chaque NOD g, r est un sous-champ ouert L-MB, 3.14 de NOD :
ceci resulte du fait que, pour f comme ci-dessus, les conditions prece-´ ´ ´
dentes sur les fibres sont ouvertes sur S.
Ž .Comme manifestement les NOD g, r recouvrent NOD, il suffit donc de
Ž .voir que chaque NOD g, r est algebrique. Fixons donc une fois pour´
Ž . Žtoutes g et r et posons X NOD g, r . Nous allons voir que, de plus, X0 0
Ž ..est de type fini sur Spec  .
7.1.4. Ou l’on pointe les courbes. Si T est un schema et f :  T un` ´
Ž .objet de X T , appelons marquage de  la donnee de r sections E´0 i
Ž . Ž .1 i r de f , contenues dans Reg f et telle que chaque composante
irreductible de chaque fibre de f rencontre l’une des E . Le foncteur´ i
associant a tout T-schema T  l’ensemble des marquages de  T  est` ´ T
Ž .representable par un ouvert du produit fibre r-uple Reg f  ´ ´ T T
Ž .Reg f , et de plus cet ouvert est surjectif sur T vu la definition du champ´
Ž .X les marquages existent localement .0
En consequence, si l’on designe par X le champ parametrant les objets´ ´ ´1
Ž«marques » de X , alors le morphisme evident X  X oubli du mar-´ ´0 1 0
.  Ž .quage est representable, surjectif et lisse L-MB, definitions 3.9 et´ ´
Ž .3.10.1 . Il suffit donc de montrer que X est algebrique.´1
7.1.5. Plongements projectifs et conclusion. Il existe un entier N, ne
dependant que de g et r, ayant les proprietes suivantes : pour tout schema´ ´ ´ ´
Ž . Ž .T et tout objet f :  T , E , . . . , E de X T , si l’on note L le faisceau1 r 1
Ž . Ninversible O E 
 
E , alors L est tres ample relativement a f , et` ` 1 r
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1 Ž N . Ž N .R f L  0. Ces conditions impliquent que f L est localement
libre sur T et que sa formation commute a tout changement de base.`
ŽDe plus, le polynome de Hilbert de L vu comme fonction localementˆ
 .constante sur T , a valeurs dans  X ne prend qu’un nombre fini de`
valeurs, ne dependant que de g et r. Fixant l’un de ces polynomes, note ,´ ˆ ´
Ž .on peut remplacer X par son sous-champ ouvert et ferme X correspon-´1 2
dant aux courbes marquees telles que le polynome de Hilbert de L soit .´ ˆ
Ž . Ž .Reprenant f :  T , E , . . . , E , suppose dans X T , on voit en parti-´1 r 2
Ž N . Ž .culier que le rang de f L est constant, egal a  N . Les bases de´ `
Ž Ž N .. Ž f L c’est-a-dire les isomorphismes de ce fibre projectif avec` ´
 Ž N .1. sont parametrees par un PGL -torseur. Par suite, si l’on´ ´T  Ž N ., T
note X le champ des objets de X munis d’une telle base, le morphisme3 2
naturel X  X est representable, lisse et surjectif ; il suffit donc de voir´3 2
Ž .que X est algebrique. Or un objet de X T equivaut a la donnee d’une´ ´ ` ´3 3
T-courbe nodale  Ž N .1, de polynome de Hilbert , munie d’unˆ
Ž .marquage E , . . . , E et d’un isomorphisme de faisceaux inversibles1 r
Ž Ž .. Ž .O N E 
 
E  O 1 . 1 r 
 La theorie du schema de Hilbert Gro1, theoreme 3.2 implique alors´ ´ ´ `
facilement que X est representable par un schema quasi-projectif sur .´ ´3
7.1.6. Remarque. Les courbes connexes forment un sous-champ ouvert
et ferme NODc de NOD : ceci resulte du fait que le nombre geometrique´ ´ ´ ´
de composantes connexes des fibres d’une courbe nodale est localement
constant sur la base.
Ž .De meme, pour chaque g, les courbes nodales connexes de genreˆ
g forment un sous-champ ouvert et ferme NOD de NODc, et NODc est´ g
Žsomme disjointe des NOD pour g pour une courbe nodale connexe,g
.le genre des fibres est localement constant sur la base . Le resultat´
 principal de De-Mu implique, compte tenu du resultat de densite ci-´ ´
dessus, que chaque NOD est a fibres geometriquement irreductibles sur` ´ ´ ´g
Spec ; nous n’aurons pas a utiliser ce fait.`
c Ž .7.1.7. Remarque. NOD et, a fortiori, NOD n’est pas un champ de
Ž DeligneMumford L-MB, 4.1 ; autrement dit il n’est pas algebrique au´
 .sens de De-Mu , et de plus il n’est pas separe : par exemple, si S est un´ ´
schema non vide, le faisceau des S-automorphismes de l’objet 1 de´ S
cŽ .NOD S est representable par le S-schema en groupes PGL qui n’est´ ´ 2, S
ni non ramifie, ni propre sur S.´
Cependant, NODc admet un sous-champ ouvert parametrant les courbes´
dont le groupe d’automorphismes est fini : cet ouvert n’est autre que le
 champ des courbes stables introduit dans De-Mu , ou il est prouve que` ´
c’est un champ de DeligneMumford separe, et meme une somme de´ ´ ˆ
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Ž .champs propres sur Spec  . Il est dense dans le champ des courbes
nodales de genre  2.
7.1.8. Remarque. Il resulte de 7.1 que le champ des courbes nodales´
Ž .pointees est encore algebrique et lisse sur Spec  : c’est l’ouvert de lissite´ ´ ´
de la courbe universelle sur NODc. Nous aurons notamment a considerer` ´
son sous-champ ouvert et ferme forme des courbes nodales pointees de´ ´ ´
genre 0, que nous noterons M, et son sous-champ ouvert M0 forme des´
courbes pointees lisses. Ce dernier est dense dans M d’apres 6.3.2 puisque´ `
le morphisme canonique MNOD est lisse et que NOD0 est dense dans
NOD ; d’autre part M0 est isomorphe au champ des torseurs sous le groupe
des automorphismes affines de 1.
7.2. Champs de reetements.ˆ
7.2.1. Notations. S designe un schema quelconque. Pour tout S-schema´ ´ ´
Ž .Ž . Ž .T nous noterons REV G, X T la categorie des G , X -revetements´ ˆT T
Ž . Ž .C  T , ,  ,  de courbes nodales, avec ,  pointee de genre 0 :´
on a note  l’action de G sur C,  le point base de  et  l’isomor-´ T T
1Ž .phisme de X avec   , comme en 2.2. On obtient ainsi un S-champT
Ž .de groupoıdes REV G, X .¨
En se restreignant aux objets pour lesquels C et  sont lisses, on obtient
0Ž . Ž .un sous-champ ouvert REV G, X de REV G, X .
7.2.2. PROPOSITION. Aec les hypotheses et notations de 7.2.1,`
Ž .REV G, X est un S-champ algebrique localement de presentation finie.´ ´
Demonstration. Il suffit de voir, compte tenu de 7.1, que le morphisme´
Ž . Ž .de REV G, X dans NOD M associant a C  T , ,  ,  le`S S
Ž Ž ..  Ž .couple C, ,  est representable, au sens de L-MB, 3.9 , et locale-´
Ž . Žment de presentation finie. Si l’on se donne C et ,  sur un S-schema´ ´
.que l’on peut supposer egal a S , il suffit pour cela de remarquer que :´ `
 le faisceau des S-morphismes de C vers  est un S-espace
algebrique localement de presentation finie : comme la question est locale´ ´
sur S au sens etale, on peut supposer C et  projectives et appliquer´
  ŽGro1, 4c on peut aussi remarquer que la theorie du schema de Hilbert´ ´
 Ž ..s’etend aux espaces algebriques, d’apres Ar2, 6.1 ;´ ´ `
 si de plus  : C  est un S-morphisme, la condition « est fini
 localement libre de rang G , et etale sur un ouvert de C dense dans´
Ž .chaque fibre et contenant Sing CS » est ouverte sur S ;
 si  verifie la condition qui precede, le faisceau des S-morphismes´ ´ `
Ž .de G dans Aut  qui font de  un G-revetement est un S-schema fini etˆ ´
de presentation finie ;´
 enfin, une fois donnee une action  de G sur C comme ci-dessus,´
1Ž .le faisceau des G-isomorphismes de X avec   est, lui aussi, un
S-schema fini et de presentation finie.´ ´
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Ž . Ž .7.2.3. Le cas modere. Rappelons 6.5 que l’on note MOD G, X le´ ´
Ž .sous-champ de REV G, X forme des revetements moderement ramifies.´ ˆ ´ ´
´ŽPrecisons d’abord cette definition. Si T est un S-schema, et si C ´ ´ ´
. Ž .Ž . Ž . T , ,  ,  est un objet de REV G, X T , notons I G, C  C le
schema en groupes d’inertie de  : c’est un sous-C-schema en groupes´ ´
Ž Ž . .ferme de G C parametrant les couples g, x tels que gx x , et donc´ ´S
un C-schema en groupes fini non ramifie.´ ´
Ž .Dire que  est moderement ramifie ou simplement «modere» signifie´ ´ ´ ´ ´
Ž .par definition que, pour chaque point geometrique  de C, la fibre I ´ ´ ´
Ž . Ž .de I G, C  C en  est un groupe d’ordre inversible dans   .
Ž .On voit facilement que MOD G, X est un sous-champ ouvert de
Ž .REV G, X .
Soient  et  comme ci-dessus, et supposons  modere. Le groupe´ ´
Ž .I  est alors automatiquement cyclique, et son action sur un voisinage
Žetale convenable de  est isomorphe a une action lineaire action naturelle´ ` ´
1 .d’un groupe fini de racines de l’unite sur la droite affine  . En´ T
Ž .particulier, pour tout element non trivial 
 de I  , le schema des points´ ´ ´
fixes de 
 dans C est etale sur T au voisinage de  , et est independant du´ ´
choix de 
 .
Il resulte de cette etude locale que si  est modere, il existe dans C un´ ´ ´ ´
 Ž . Ž .diviseur effectif R Ram  , etale sur T , tel que I G, C soit trivial´
au-dessus de C R alors que sa restriction a R est etale sur R.` ´
Ž .Utilisant l’action de G sur C, on voit de plus que l’image R Ram  
de R dans  est encore un diviseur de  etale sur T , et que R et R´
sont lies par les relations´
eR * RŽ .
7.2.3.1Ž .
 R  fRŽ . 
ou e et f designent respectivement les fonctions a valeurs entieres « indice` ´ ` `
de ramification » et «nombre geometrique de points dans la fibre », qui´ ´
sont localement constantes sur R .
7.2.4. Remarque. On voit notamment que  est un « revetement R -ˆ
 modere» au sens de Fu : de fac¸on plus precise, pour tout sous-schema´ ´ ´ ´
artinien S de S, la restriction de  au-dessus de S est R -moderee au´ ´0 0  , S0
sens de loc. cit., 4.7.
7.2.5. Remarque. Il est commode de formuler ces proprietes dans le´ ´
Ž .  langage des structures logarithmiques ou « log-structures » de Ka : les
diviseurs R et R definissent naturellement des log-structures sur  et C ´
respectivement, pour lesquelles  : C  induit un morphisme log-etale´
Ž Ž .ceci en raison de la premiere relation 7.2.3.1 et du fait que e est`
 Ž ..inversible dans O , cf. Ka, 3.5 .
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7.2.6. PROPOSITION. Aec les notations de 7.2.1, considerons le mor-´
phisme d’oubli
 : REV G , X MŽ . S

C  T ,  ,  ,    , Ž .ž /
Ž .de REV G, X ers le S-champ M des S-courbes nodales pointees de genre 0´S
Ž .7.1.8 .
Ž .Alors la restriction de  a MOD G, X est lisse.`
Ž . Ž .En particulier, le champ MOD G, X est lisse sur S, et d’apres 6.3.2 le`
0Ž . Ž . 0Ž .sous-champ MOD G, X MOD G, X  REV G, X est dense dans
Ž .MOD G, X .
Ž .Demonstration. On remarque que la restriction de  a MOD G, X se´ `
factorise en
u ˜MOD G , X  M  MŽ . S S

C  T ,  ,  ,    ,  , Ram Ž .Ž .ž /
 ,  , D   , Ž . Ž .
˜ Ž . Ž . Ž .ou un objet de M T est, par definition, de la forme ,  , D ou , ` ´ `S
est nodale pointee de genre 0 sur T et ou D est un sous-schema ferme de´ ` ´ ´
Ž .Reg T , fini etale sur T.´
Le morphisme  est representable et lisse : si l’on fixe le degre, disons d,´ ´
˜ Ž d .de D sur la base il est en effet clair que le sous-champ M obtenu est unS
ouvert de la d-ieme puissance symetrique de l’ouvert de lissite de la` ´ ´
courbe universelle sur M .S
Il suffit donc de montrer que u est etale, ce qui resulte de la proposition´ ´
«bien connue » ci-dessous.
7.2.7. PROPOSITION. Soient S, G, X comme en 7.2.1. On se donne :
 une immersion fermee T  T de S-schemas, definie par un Ideal de´ ´ ´ ´0
carre nul ;´
Ž . une T-courbe nodale pointee ,  ;´
 un sous-schema ferme D de , etale sur T ;´ ´ ´
 0Ž . Ž .Ž . un objet x  C    T ,  ,  ,  de MOD G, X T , ou`0 0 0 0 0 0 0 0
Ž . Ž . Ž . ,  est la restriction de ,  a T , et ou Ram  D T .` `0 0 0 0 T 0
Ž . Ž .Ž .Alors il existe un objet C  T , ,  ,  de MOD G, X T , unique
Ž .a isomorphisme unique pres, releant x et tel que Ram  D.` ` 0
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Ž Ž .. ŽDemonstration. Le morphisme log-etale C , Ram    ,´ ´ 0 0 0
Ž ..Ram  deduit de  se releve, d’apres la theorie des deformations des ´ ` ` ´ ´0 0
 Ž . Ž .log-schemas Ka, 3.14 , en un unique morphisme log-etale  : C, R ´ ´
Ž ., D . Localement pour la topologie etale, C est decrit par une equation´ ´ ´
de la forme y e x ou x est une equation locale de D dans  et ou e est` ´ `
l’indice de ramification de  au point considere. Le morphisme  a donc´ ´0
Žla structure locale voulue par exemple  est plat, C est lisse sur T
.au-dessus des points de D, etc. . D’autre part, vu l’unicite, l’action de G´
sur C se prolonge automatiquement en une action sur C. On en deduit´0
facilement les proprietes annoncees.´ ´ ´
7.2.8. Remarque. On peut aussi invoquer la remarque 7.2.4 et le
 theoreme 4.8 de Fu : celui-ci donne directement 7.2.7 lorsque T est´ `
Žartinien, ce qui suffit moyennant, toutefois, quelques sorites sur les
.morphismes etales .´
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